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97. 
NOTE SUR LA SOLUTION DE L'ÉQUATION x*-—1=0. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. xLr. (1851), 
pp. 81—83.] 


SOIT p, la m*"* puissance d'une racine quelconque (l'unité exceptée) de l'équation 
4" —1—0, et représentons par a une racine quelconque (l'unité exceptée) de l'equation 
q45—]-0. En posant l'équation 

(p, + ap; + pa ... + Pass)? = M (po "p, + Gp, ... + a pas), 
on sait que la quantité M peut être exprimée en fonction rationnelle de a. Cette fonction 


une fois connue, donnera tout de suite la valeur de l'expression (p, + ap, + à?p, ... + aP)" 
en fonction rationnelle de a, et cela suffit pour résoudre l'équation dont il s'agit. 


Une solution du probléme a été donnée depuis longtemps par M. Richelot qui 
commence par supposer que a soit une racine primitive de l'équation à —1-—0. Cette 
solution est comprise, comme cas particulier, dans celle que je vais donner. La question 
est d'ailleurs intéressante, à cause de son rapport avec la théorie des nombres. En 
effet, quoiqu'en tant que je sache l'on n'a pas encore trouvé la règle pour former à 
priori la valeur de M, il est clair que les recherches de MM. Jacobi et Kummer 
doivent conduire à cette règle. Le résultat ici bas pourra servir pour la vérifier. 


Voici la valeur que j'obtiens pour la fonction M: 


M-—2 +22 —2æ +20 +2 +20 — Do — 2a —92g5 + Don + 995 
+205 — 20% — 208 + 20% — 2a* + 208 — 2a” —9a9 + 209 — 208 + Dos 
+20 — 2a? + 20% — 2a? + 2a +208 — 2a — 2a + Da — 2a + 9a 
— 2a" -- 2a" —2a* + 20% — 2a — 2a + 2a — 206 + Ja — 24 — 9qe 
— 2a — 2455 + 2a? — 2a — 2a — 0 + Za — 2q — Jq — 9g + 241% 
+ 2g + 9913 — Dai + 9gns + 2g? + Do — 9,12 + 29133 — 9512 + 207 — 9125 
+ 9g? e 2g130 pe 99134 + 9035 -— 9,4138 + 2141 + 2145 + 9g + 20151 + 205 ded 2054 
pes: 20456 PS q160 + 2161 + 2468 D 9g9 + 2165 — 20166 + 2471 + 2077 + 9418 "-- 20482 
+ 208 => 9186 + 20187 + 20189 ee" 2090 -— 9192 + 204195 LL 9,4196 - 9,4198 + 2 I" 9,9206 
— 9g? + 9923 — 9g24 |. 9425. 9 qne + 2g27 — 9c + 2a + 9 qs + 9025 — 96 
+ 2a?! — 2078 + 2079 + 20:3 — 9624 + 925. 29:5 + DT — Des + 2a — 2940 
+ 204 — 2a — 2495 + 299 — 2655 9029. 9059. 9o 
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Représentons par M' ce que devient M, en supposant 4'54-1-— 0, nous obtiendrons 


M= 22 —2a* +20 +2a +20 — 2a — 2a — 9g —94" — 2g + 9n 
--2a? — 2a? + a? — 204 — 2a* —2a9 --2a*5 -.-2a* —2a** — 20 + 29 
— 2a” --2a*9 —2a*9 — 2a* +208 + 2a — 9289 +29 + 9a — 2an — 9an 
— 2a^* + 2a? —2a'* + 208 + 2070 — 2a% — 2a — 2a% — 2a j9g9 — 999» 
— 2a^ — 20% — 247 +208 — Da — 919 — 2915 — 9g + 9quo + 9g? + Das 
— 2a! + 2006 + 2g + 2918 + 991 — Doi — Don + 2al | DOI + DIT 


Soient M,, M, ce que devient M en supposant successivement «1% — 1 = 0, aà*--1-—0, 
et soient M,, M; ce que deviennent M ou M, en supposant successivement a*t— 1 = 0, 


a +1=0, et ainsi de suite, jusqu'à M,, M; qui seront ce que deviennent M ou M, &c. 
en supposant successivement aà?— 1 — 0, a+ 1— 0 ; nous aurons: 


M,——4 +4a —2æ —92«5 +2 —9«* +48 +2® — 4g» + 2a? — 204 
— 206 + 207 +20 --2a? + 4o? ..4«5 — Aa — 408 + 949 999» .. qx 
+ 4e? — 2a* +205 — 44% + 407 — 4q* + Das + Dos T 2a" — 2088 + 4a" 
— 20% + 2a" --4a9 — 4a + 205 — 248 + 200 — 2a + dal — Joe — 4a“ 
+205 — 20% + 407 — 4a + 989 — 9g" + Jon — Dur — Jun + 2475 — 2a" 
— 208 +200 —2a9 — 242 — Au + 208% — 408 + 20 — ass + 4a* .— 4a? 
+ 2a? — 2a* +205 + 207 — 999 969 — 4g. Agi — 2a + 99195 — 49106 
+ 2a!" — 4a + Qi — 2,00 + 4qm — 9gu2 + Dous — Do + 4q15 — 2qn6 + 9gu7 
— 25 + 4q1* — 9g: + 9qm 2a + DOS — Ag — Dors + 2a, 


M} = 2a — 4a +20 +2 +208 +20 — Don — 9m + 2a? + 2013 — 9gi5 + 9qi 
+ 208 + 20 + 4a + Aae + 99 + Dot — 448 — Don — a? + 209? — 4935 + Dai 
— 2a* + 4a? + 4q4 — 2a + 9g 99 + Do — Do + 2a? + 209! — 9g* — 9qss 
+ 2a — 2057 + 909 + 4qn — Das. 


M,=—8 +64 — 4 +40 — Ga +405 — 4a + 62 — 208 +20 — Go + 2an 

— 2a? + 20 — Do + Dos — 406 + Dot — Dons + 24 — 4q? + 4an — 4q2 + Gars 
— 2a” + 8a” — 40% — Sos + 4e? — 4080 + Das qq. Gars — ha + 4a” — 8a 
+ 8a? — 4q* — 259 + 2g — Aq? + 4a! — Aqt + Gato — 205 + Ga — 4a + Ga 
— 4a? + Ga — 2a? + Ga — Gas + Gas — 9s + 247 — 4a + 4450 
— 4a*? + 2063. 


— Ga + 4a! 


My;-——7 +24 — 4a + Ga? — 2a — Don + 9g. Agi — 25 — 4q15 — Agi + 9,18 


p. 4.919 pm 242 Le 952 + 9922 + 6025 = 4.027 A 2728. 


www.rcin.org.pl 


566 NOTE SUR LA SOLUTION DE L'ÉQUATION 4% — ] = 9. [97 


M,——9 +122 —8e 8e — 14a* +120 —8a* + 6a? — 408 
+ 4o? LES 10a19 + Ga vs 622 + Sa? I Gas + Sa15 ds Sa16 + Sq 
— Gas + Sa — 6a? + 10a2 — 10a? + 12a? — 404 + 10a% — 8a% 
+ 4a" —14a95--8a? — San + 4a, 


M; =—-1 +4a — 2a? — 8a + 2a + 205 — Ga? — 8a — Ga — 91 
+ 2a! + Sa? + 9914 + 4gi5. 


M,—-—17 +204 —14«a +16 — 90a: + 22a” — 18a + 18a? — Sas 
+ 14 — 18a? + 10a — 20g2 + 1623 — 1424 + 12a”. 


Mj = —9 + 6a + Ae? + Ga + Gas — 4a5 + Ga. 

M; = — 25 + 34a — 320 + 260 — 40 + 3805 — 3225 + 30%. 
Mj = — 15 — 4a — 4o, 

M, = — 65 +72a — 64 + 560. 


M; 2 —14 164. 
M; = — 257. 


Ces différentes expressions étant trouvées, supposons que a soit une racine primitive, 
et représentons par F, Fi, F,, ... F, ce que deviennent M’, M’, M, ... M; en substituant 
a, €), a, ... à* au lieu de a (F= M, F, 2 — 257); nous aurons 

(Po + ap; + à*p, ... + d p, y = — pus, po, Fo, pus, po. FFE; 
cette équation constitue la solution dont il s'agit. 

Ajoutons encore les formules beaucoup plus simples qui correspondent à l'équation 
4"—1-0. En supposant &5— 1 — 0, nous aurons 

M ——2 — at + 205 + 247 — 208 + 2a? — 2a19 + 2a! — Da, 
W = — 2a + 2a? — at + 2a + 2a. 

M, = — 4 + 2a — 2a? — at + 4a5 — 2a* + 2a", 

M, = = 3 — 2a — 2a* 

M, = — 5 + 6a — 4a? + 20, 


M; = — 1 + 4a. 
| M, = —9 + 8a. 
M) =—17; 


et de là, en supposant que a soit une racine primitive: 


(Po + api +... + ar s 
= (— 2a + 2a? — at + 2a* + 2a" . (— 8 — 2a? — 2a$ . (— 1 + 4a*y. 17. 


Pour 25—1- 0 on obtient sans peine 
(Po + ap; + à* p, + à? p,)* = (— 2 — a + 2a}. 5 ; 


où « est une racine primitive de l'équation a*— 1 — 0, savoir a = + i. 
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